Problem 15:

Problem 16:

Problem 17:

Problem 18:

Hemtal till kursen “Elementar Differentialgeometri”, del 3

Bevisa algebrans fundamentalsats m.h.a. satsen om avbildningsgrad, jfr. Spi-

vak, problem 1.8.21 och 1.8.22.

(a) Visa att Gauss krokningen K pa enhetssfiren uppfyller K = 1, genom
att anvianda formeln K = kiky didr kq, ko dr principalkrékningarna, d.v.s.
egenvirdena till 2:a fundamentalformen.

(b) Lat ¢, 8 vara sfiriska koordinater pa enhetssfiren i R?, d.v.s 2 = sin(¢) cos(f),
y = sin(¢) sin(#), z = cos(¢). Kontrollera genom en explicit rakning att
Gauss vinkelrelation

/ KdA=ZA+ 4B+ ZC -
ZLABC

géller, t.e.x. fér geodetiska trianglar av formen 0 < ¢ < 7/2,0 < 8 < 6.
Det ar tillatet att anvinda att K = 1.
Torsionstensorn 1" (s. 11.254) och Riemanns krékningstensor R (s. 11.258)
definieras av

T(X,Y)=VxY - VyX — [X,Y],
R(X,Y)Z = VxVyZ - VyVxZ - Vixy|7,

dar X,Y, Z ar vektorfdlt. Bevisa att T och R 4r tensorer.
Ledning: Visa att R och T ar linjara over
C*(M), d.v.s. visa t.ex. att for varje f € C* (M), géller

R(X,Y)Z = R(X, [Y)Z = R(X,Y)([Z) = [R(X,Y)Z

Detta visas med hjilp av egenskaperna hos V (se kaplll.pdf pa kursens hem-
sida eller Spivak) och [X,Y] (se kap5.pdf pa kursens hemsida, eller anvind
definitionen [X,Y]h = X(Yh) — Y (Xh)).

Cartan’s strukturekvation i termer av V: Lat Xy, ..., X,, vara ortonormerad
ram pa Riemannsk mangfald (M, (-,-)) och lat # vara de duala 1-formerna.
Lat V vara den unika symmetriska' kompatibla? férbindelsen pa M och lat R
vara dess Riemanntensor, se s. 11.258.

Lat wj-(Z) = 0'(VzX;) = (X;, VzX;) definiera forbindelseformerna for V.
Cartan’s formalism och strukturekvationerana diskuteras i Kap. 11.7, men i
16sningen till denna uppgift vill jag ha argument som utgar direkt fran defini-
tioner i termer av (-,-) och V.

(a) Bevisa att wé = —w]

(b) Lat a 1-form och XY vektorfélt. Bevisa att
XaY)-Ya(X)=da(X,Y) + o([X,Y])

(c) Bevisa att

0" (R(Xg, X0)X;) = dwi(Xg, Xo) + Y wh Awl (Xg, Xo)

direkt fran definitionen av R och bevisa ddrmed Cartan’s andra struktur-
formel _ _ _
dw;- = —Zw}c /\w;-“ —I—Q}
k
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med ' '
Q5 Xy, X¢) = 0" (R( Xk, Xe) X))
jfr. s. 11.297.
Problem 19: Betrakta dvre halvplanet {(z,y) € R?: y > 0} med metrik dz‘@dz‘y% och

lat K vara Gauss—krékningen. Bevisa, t.ex. m.h.a. resultatet fran problem 18
att K = -1, d.vs. (R(X,Y)Y, X) = —1 f6r ortonormerade X, Y.
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