Kapitel I1.1 Kurvor i planet och rymden.

Krokning av kurvor i planet: Betrakta kurvor ¢ : [a,b] — R” (med
n = 2,3) som ar nedsankningar (immersioner), d.v.s. ¢/(t) # 0 for t € [a, b].
Lat s(t) = fat |¢'(u)|du. Da ar v = c o s™! baglangdsparametriserad, d.v.s.
'l =1.

Intuitivt kroker sig en cirkel med liten radie mera an en cirkel med stor radie.
Definiera krokning av kurva sa att cirkel med radie r har krokning || = 1/r.
Exempel: ¢(t) = r(cos(t),sin(t)) : [0,27] — R? har |/| = r. Detta ger v(1) =
r(cos(t/r,sin(t/r)), v'(t) = (—sin(t/r), cos(t/r) och 4" = 1/r(— cos(t/r), —sin(t/r))
och [y"] = 1/r. Enligt ovan ska vi ha k = 1/r. Normal till ¢ &r n = (—~5,~1)
(subindex betecknar komponenter). D.v.s.

N N

(Y',n) = v —7m
= det(y'.7") =

OBS att har definieras k m.a.p. ett val av orientering av R?.
Gor samma for godtycklig baglangdsparametriserad kurva ¢(s). Kalla alltid
baglangdsparameter s och beteckna derivata m.a.p. s med’.

L=|d)P=(,d)=0=—(.) =2, )= " L.
Lokalt vid ¢(s) ser ¢ ut upp till 2:a ordningen som cirkel med radie 1/|¢”|
och centrum i riktning av ¢”, denna kallas “osculerande cirkel”. Obs. att
centrum for osculerande cirkel ocksa fokus for normallinjer till kurvan.
Givet orientering av R% Valj normal n sa att ¢, n positivt orienterad. D.v.s.
n = (—c).c}). Vihar att ¢’ parallell med n och definiera

" o o
k=/(c".n) = ¢ —cyc

= det(c, ") (1)

Lat nu ¢(t) beteckna godtycklig nedsédnkt kurva och beteckna baglangdsparametern
med s(t), derivata m.a.p. s betecknas med ¢’ som ovan och derivata m.a.p.

t betecknas med ¢.

Fran kedjeregeln far vi efter en rakning att krokningen vid ¢(s) ges av
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N = det(d. ") = 22 201
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Man ser latt att « ar oberoende av orienteringsbevarande isometrier av R2.

Foljande galler for kurvor i planet:

En kurva i R? bestams upp till orienteringsbevarande isometri av R? av sin
krokningsfunktion (Thm. 11.1.2).

¢ : [a,b] — R? kallas sluten om c(a) = ¢(b) (det underforstas att ¢ ar slat

vid ¢(a), d.v.s. ¢ kan betraktas som immersion av S') och enkel om ¢ ar 1-1

(d.v.s. ¢ korsar inte sig sjalv).

Totalkrokning och rotationsindex: Lat c: [a,b] — R? vara baglangdsparametriserad
och lat t : [a,b] — S' ges av tangentvektorn ¢’ betraktad som element av S*.

Tidigare har vi sett 1-formen

_ —ydx + zdy

db
3;2 _I_ y2

som restrikterad till S* = {2? + y? = 1} ger “volymformen” pa S'. Lat ds
vara standard 1-form pa [a, b] dual till vektorfltet d;. Notera att

tu(0s) =t ="
vilket ger
t70(0;) = —tot] + t1t), = det(t,t') = det(d', ") = &

enligt definition. D.v.s.
t*df = kds. (3)

Detta svarar mot det faktum som géller for ytor i R® (och aven for hy-
perytor i R") att Gauss-krokningen ges av kdV = v*dS dir v betecknar
Gauss-avbildningen, dV betecknar volymselementet pa ytan och dS beteck-
nar volymselementet pa S2, se nedan.

Fran satsen om avbildningsgrad vet vi att det finns ett valdefinierat heltal
deg(t), sa att fab t*df = deg(t) [q, df vilket med tanke pa att [o, df = 2
och (3) ger formeln

deg(t) = %/ k(s)ds

Detta ar Prop. 11.1.6. deg(t) kallas rotationsindex for c.
Avbildningar fy. f1 : M — N kallas homotopa om det finns en avbildning
F :[0.1] x M — N sa att F(0,-) = fo och F(1.:) = fi, d.v.s. F kan



betraktas som en deformation av fy till fi. Vi antar for enkelhets skull att
Far ¢, Jfr. Problem [.8.24-25.

Avbildningsgraden ar en homotopi-invariant (f — deg(f) ar en heltalsvard
funktion som ar kontinuerlig m.a.p. f). En enkel sluten kurva & homotop
med en cirkel (d.v.s. den kan deformeras till en cirkel) sa det foljer att den
har rotationsindex +1 (beroende pa orientering). Detta ar Hopf’s Umlautsats
(Thm I1.1.7). Fran detta resultat kan man visa att en enkel sluten kurva ar
konvex om och endast om dess krokning inte andrar tecken. En konsekvens

av detta samt formeln
/K/(S)C(S) =0

for en sluten kurva, som visas m.h.a. partiell integration och relationen
n'(s) = —k(s)t ger efter ett elementart argument satsen om 4 vertex: Varje
sluten konvex kurva maste ha minst 4 vertex, d.v.s. punkter dar &’ = 0.
Detta har sin motsvarighet i resultat for ytor om antalet umbiliska punkter
(punkter dar principalkrokningarna sammanfaller).

Kurvor i R% Krokning: En baglangdsparametriserad kurva ¢ : [a, b] — R®
har osculerande cirkel som ligger i planet spant av t(s).t’(s). Notera att vi
har ingen naturlig orientering for att definiera tecken pa krokningen sa vi
definierar k genom k(s) = [t'(s)].

Ex. Helix ¢(t) = (acos(t), asin(t), bt) har krokning k = \/% Notera att i
R? bestams en kurva inte av sin krokning.

Serret-Frenet: Definiera normal n = t'/||t/|| och binormal b = t x n.
Rékning ger b’ = —7n vilket definierar torsionen 7. (t',n’,b’) ges i termer

av k,7.n,t, b genom Serret-Frenet’s formel, s. 45. Detta har en intressant
relation till Cartans synsétt pa Riemann-geometri (moving frames), men det
hinner vi inte ta upp.

Klassisk teori for ytor ( Euler, 2:a halften av 1700-talet): Lat M
vara yta i R® och valj normalt vektorfalt v, d.v.s. v, L M, och ||v|| = 1.
Lokalt har vi tva val av v.

Lat X € M, sa att ||X|| = 1 och lat Px vara plan genom p som innehaller
v och X. Definiera orientering pa Px sa att (X,v,) positivt orienterad.
Px skar M i kurva c¢x som har krokning kx vid p. Lat X; € M,, 1 =
1,2 vara sa att [|X;|]| = 1, och k; = kx, ar max. och min. av kx. k;
kallas principalkrokningar. Euler visade att kx = k; cos?(8) + ky sinz(ﬂ) med
cos(0) = (X, Xy).



Gauss (1:a halften av 1800-talet): Lat M, v som ovan. Betrakta v som
avbildning
v:M — S*CR®

genom att identifiera v med punkt i standardsfaren S2.
Gauss definierade krokning K (p) for M vid p genom

area av v(A) i S?

K(p) = }113% area av A1 M
D.v.s. man jamfor arean av bilden av A i S? med arean av A1 M och lat A
krympa till p.
Lat ¢ vara volymform pa S? (jfr. hemtal 11.) och lat dV beteckna volymform
pa M. definierad t.ex. som ./det g;;dz' A dz* dar g;; ar den inducerade
Riemannska metriken (férsta fundamentalformen I') pa M.
I moderna termer definieras K (p) genom

K(p)dV =v'o (4)

Lat k1(p), k2(p) vara principalkrokningarna vid p € M. Da galler att
K(p) = ki(p)k2(p)
Genom att rotera M kan vi uttrycka M lokalt som graf, d.v.s. bilden av
f:UCR?— R?dar
[z y) = (z.y. 9(x.y))

sa att p = f(0,0) och ¢,(0,0) = ¢,(0.0) = 0 (d.v.s. (0,0) stationér punkt
for g). Rotera koordinatsystemet sa att D?*g diagonaliseras, d.v.s. ki(p) =
922(0,0), k2(p) = ¢4,(0,0) direkt fran definitionerna och (2).
Tangentplanet vid f(z.y) spanns av u = d,f = (1,0,¢9;) och v = 9,f =

(0.1,9,). D.v.s.
U XV (=Ge: —9gy. 1)

luxoll T+ g2 +g2
Lat w', w? w® vara Kartesiska koordinater pa R®. Da har vi ty ¢,(0,0) =
9,(0,0) =0 att
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v.(0y)

©0.0) = (0, _gyyso) ©0.0) = —gyy(0,0)awz)

Enligt definition, o = 1(dw? A dw® — dw' A dw® + dw' A dw?) (restrikterat
till S? = {r = 1}). Nu ser vi att

v o(0y, 0y)

(0,0 = 0(=9uwOut: —GyyOuz) = GraGyy = k1(p)k2(p)

eller
v'o(p) = ki(p)ka(p)dz A dy.

I termer av koordinatsystemet (x,y) dr den metriska tensorn vid (0,0) d;;,
d.v.s. dV(p) = dx A dy. Vi har alltsa visat att (4) ger att

K(p) = k1(p)k2(p)

Exempel:

Torus med radie a, ky = +1/]al, ko =0, K = 0.

Sfar med radie a, k; = ko = £1/]a|, K = 1/a”.

“sadel” z = ax?/2 — ay®/2, ki = —ky = +1/|a|, K = —1/a* (i punkten
r=y=0).



