Kapitel 7 Differentialformer.

Vi hoppar 6ver materialet om Lie-derivata i kap. 5 och Frobenius sats i kap. 6,
vi kommer tillbaka till Lie-derivatan senare. Vi hoppar aven 6ver det material i
kapitel 7 som har med Frobenius sats att gora.

Alternerande tensorer: Let V vara vektorrum av dimension n 6ver R och lat
T € TH(V). T sags vara alternerande (skevsymmetrisk) om

eller ekvivalent om T'(v,(1), ..., v) = sign(a)T (v, ..., vp).

Vi anvander notationen Q¥(V) = {T' € T*(V), T alternerande}.

Om f:V — W linjar galler att f*7T*(W) — T*(V) inducerar avbildning f* :
QR W) — QF(V).

Lat T' € T*(V). Definiera

Alt blir projektion T*(V) — Q%(V), d.v.s. Alt linjar och Alt(AIt(T)) = Alt(T).
Speciellt om w € Q¥(V) galler Alt(w) = w (Prop. 1).
Wedge produkt: Lat w € QF(V), n € Q4(V), Definiera w A np € Q**(V) genom

(k +0)!
k10!

wAn = Alt(w @ 1)

D.v.s. A blir den antisymmetriserade tensorprodukten. Normaliseringen ovan
gor att A blir associativ (Thm 2.).

Egenskaper: Lat {¢q,..., en} bas for V., {e', ..., ¢"} dual bas. Da ar

(1) {e" A Ne™, 1 <iy<---<ip <n}

bas for Qk(V) Detta galler ty € @ --- @ €'* bas for Tk(V) och darfor spanner
Alt(e" @ - -+ @ €'*) som ar av formen (1) upp Q*(V). Ser att (Thm. 3)

dim Q*(V) = (Z) - k’(nnilk)’

Obs. att Q°(V) =R, QY(V) = V*, dim Q" (V) = 1.
Vidare, om w € Q*(V),n € Q4V),

wAn=(-1)"pAw

(ser detta genom att betrakta et A---Ae'* Aet A--- A€l rakna teckenbyten nar
man successivt permuterar elementen).
Lat wy,...,w, € QYV) = V*. Da géller att {wy,..., wi } ar linjart oberoende &

wi A Awg # 0. (Cor. 4.)



Determinanten: Lat a;...., a, € R". Da kan vi betrakta det(a; ...a,) (deter-

minanten av matrisen med kolonner ay....,a,) som ett element i Q"(R"), som

enligt ovan har dimension 1.

Nu ser man att om vy, ..., v, bas for V, w; =Y ajv;, w € Q*(V) da har vi
w(wy, ..., w,) = det(ajj)w(vy, ..., Uy,)

(Thm. 5.)

Differentialformer pad M: Bunt Q*(T'M) bildas pa naturligt satt. Sektioner
C=(Q*(TM)) kallas k-former. Lat w,n k-form resp. (-form. Da har vi naturligt
definierad k + {-form w A 7.

Lat

Lat f : M — N, w € C*(Q¥TN)), da har vi tillbakadragningen [*w €
C=(Q¥(TM)), k-form pa M. Vidare

Jrlwhn)=fwA [
Lat (z,U) vara koordinat system vid p € M. Da ar {dz*(p)}, bas for M*, d.v.s.
{de"" (p) A+~ Ndz™(p), 1 < iy < -+ < i < n}

blir bas for QF(M,). D.v.s. k-form w kan skrivas

w= Z wilmikd;r:il A Adait = Zwld;ﬁl

i<l

dar vi har anvant multiindex notation [ = 7;...1.

Tatheter p& M: Lat f: R" — R" vara O, lat {2'} vara kartesiskt koordinat-
system pa R” och lat det Df vara Jakobianen till f. Da géller p.g.a. ovan att
frdz* A+ Adx™ = (det Df)dz* A--- Ada™. Detta kanner man igen som formeln
for transformation av volymselement.

Det analoga formeln pa mangfalder ar foljande: Lat M, N vara C* mangfalder
av dimension n, lat f : M — N vara C*, lat (z,U) koord. syst. vid p € M,
(y, V) koord. syst. vid ¢ = f(p) € N. Da galler

dy' o
oxi

f*(gdyl/\---/\dy"):(gof)det( )d;vl/\---/\d;z;”

Om vi tillampar detta pa koordinatbyte far vi att
gdy" A -+ ANdy" = hdz' A - Adz"

endast om kA = gdet (%) D.v.s. sektion av Q"(T M) definerar “tathet” pa M.

Orientering: Vikan nu definiera en orientering av M som en sektion av Q" (7' M)
som ar skild fran 0. M sags vara orienterbar om det finns en orientering pa M.
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Obs. att detta ar ekvivalent med tidigare begrepp for orientering, jfr. Kap. 3, s.
117 ff.
Yttre derivata: f € C°(M) kan betraktas som 0O-form, dvs. sektion av
QTM). Vidare df € C=(QY(TM)) ar 1-form. Man kan definiera en (anti-
)derivation d : C*(QF) — C*(Q+!) genom

du):z:%ala:j/\al:ﬂi1 Ao Adat

X

d kallas yttre derivata och har foljande egenskaper:
1. d(w + wy) = dwy + dws
2. Om w; k-form, d(w Awy) = duy A ws + (—1)Fwr A deoy
3. d(dw) = 0 (d.v.s d® = 0).

Man kan visa att d ar specificeras unikt av egenskapen att df ar “den gamla
vanliga” och ovanstaende.

d ar naturlig, d.v.s. f*dw = d(f*w). (Prop. 16)

Poincarés Lemma: Om w = dn for ngt. n kallas w exakt och om dw = 0 kallas
w sluten.

P.g.a. d* = 0 géller w exakt = w sluten. Lokalt galler aven omvandningen p.g.a.
Poincarés Lemma som sdger att om k-form w ar sluten, d.v.s. dw = 0 sa finns
till varje p € M en omgivning V och en (k — 1)-form 7 definierad pa V sa att

w =dn

pa V. Jag kommer att ge beviset av Poincare’s lemma enligt Problem 23, Kap.
7.
OBS. att detta galler ej globalt. I sjalva verket kan man definiera

_ {slutna k-former}
~ { exakta k-former}

Hk

detta ger den s.k. deRham kohomologin, och mater s.a.s. bristen pa exakthet
hos slutna former. Under vissa forutsattningar kan man betrakta operatorn d
som dualen till randoperatorn i den singulara homologin.

Det grundlidggande exemplet pa en sluten men ej exakt form ges av

X
— d —d
$2_|_y2$+$2_|_y2y

w =

pa R*\{0}.

Problem, Kap 7: 4.9,12,20,21.27



