Kapitel 5 Lie-derivatan. Det relevanta materialet finns pa s. 203-215.
Lat M vara C* mangfald. Ett flode pa M ar en en-parameter grupp av diffeo-
morfier pa M, d.v.s. en samling diffeomorfier ¢, : M — M, ¢t € R sa att

Gstt = Ps 0 Py
Lat X vara vektorfalt pa M. {¢;} ar ett flode m.a.p. (genererat av) X om

d
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d.v.s. ¢:(p) loser system av ODE definierat av X (som ju kan betraktas som ett
riktningsfalt).

I allmanhet finns inte ett globalt flode genererat av X. Man kan hitta exempel
pa R” dar trajektorierna ¢;(p) divergerar efter en dndlig tid som blir godtyckligt
liten nér p varierar. Fran den allmanna teorin for ODE (Picards sats + differen-
tierbarhet + inversa funktionssatsen) foljer dock att ett lokalt flode existerar vid
varje p. Detta ar Thm. 5. Speciellt om M ar kompakt eller om X har kompakt
stod genererar X globalt flode.

Lat (z,U) vara koordinat system vid p € M och lat f € C*(M). Da kan vi
skriva X = 3. X'0,: och X[ = df(X) = >, X'0f/0z" kan uttryckas m.h.a.
flodet ¢; m.a.p. X,
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Nu har vi X f i termer av ¢;. Men ¢; verkar pa andra objekt genom tillbakadragn-
ing (pullback) sa vi infor notation Lxf = X f och definierar Lx (Lie-derivatan
m.a.p. X) pa andra objekt genom att anvanda ¢;.

Om w 1-form, definiera

d %
Lxw = 7 tzogbtw

Lat Y vektorfalt pa NV, n 1-form pa N. Da transformeras n(Y’) som funktion och
vianvander detta for att definiera tillbakadragning pa vektorfalt. Lat ¢ : M — N
vara diffeomorfism. Definiera vektorfalt ¢»*Y pa M genom

o) (Yow) = ¥"(n(Y)),
= (¢"n,) (YY)
= n¢(?)(¢*¢*1/29)

vilket ger ¢,1*Y, = Yy, eller mera explicit,
Y (p) =7 (p)Y (¢(p))
Om X.Y vektorfalt pa M, ¢; flodet m.a.p. X, definiera
d
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Lx ar derivation (Prop. 8). D.v.s. t.ex. om w 1-form, Y vektorfalt,
Lx(w(Y)) = (Lxw)(Y) +w(LxY)

Bevis:

L) = 5| _6ie0) = 5] _(gi)(6v)

och produktregeln.
Pa samma satt om f € C*(M) visas

Lx(Y[)=(LxY)[+Y(Lx/[)
Bevis: anvand
(Y [)=¢"(df(Y)) = ¢7(df)(¢"Y) = do" [(¢"Y) = ¢"Y " f

(Jfr. problem 11) och argumentera som ovan.
Nu ser vi att

(LxY) [ = Lx(Y]) =Y (Lx[) = X(Y[) = Y(X[) = [X. V][

D.v.s. vi har bevisat

LxY =[X,Y]

Lie derivatan pa vektorfalt ger Lie-parentes (Lie-bracket).
En enkel rakning visar

(XY 2]+ [V, [Z, X]| + [Z,[X. Y]] = 0
(Jacobi identiteten — V blir darigenom Lie—algebra) och®
[fX.gY]=FglX. Y]+ [(Xg)Y —g(Y )X

Detta visar speciellt att [-,:] INTE éar en tensor.
I koordinater har vi raknat ut

. J . J
(X v]=Y)" (Xzay _yiX ) Do

oz’ oz’

L)

vilket ger

X’
ﬁXaz‘z — Z _Waxj

J

Genom dz'(9,,) = 5; och Lx derivation far vi

0= Lxdz'(0m) = (Lxdz')(0p) + dz'(Lx )

Tobservera teckenfelet i boken, jfr listan med korrekturer i slutet av boken
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vilket ger _
axX'
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j

Lxdz' = da’

Vidare ser man att Lx kommuterar med kontraktion (jfr. Kap. 5, problem 14 d)
(detta foljer av att den ar derivation). Eftersom Ly ar derivation kan vi utvidga
verkan till godtyckliga tensorfalt.

Yttre derivatan d ar naturlig (Kap. 7, Proposition 16) = genom definitionen av
Lx att om w k-form galler

Ede = dEXw

Jfr. Kap 7, Problem 18: Fran definitionen av Lx ser vi foljande:
a) w k-form = ¢*w k-form = Lxw k-form.
b) ¢* (w1 A we) = ¢*wy A ¢*ws (jfr. 5.282) =

(1) ,Cle /\w2—|—w1/\,CXu)2
Inre produkt pa former: Lat w k-form, definiera (k — 1)-form ixw genom
ixw(Yi,....Yi) =w(X. Y1, ..., Y )

(Jfr. Kap. 7, problem 4). Obs. att om w 0-form (d.v.s. funktion) definieras
ixw = 0. Denna 1y ar antiderivation: lat wy k-form, da galler

iX(wl A (.()2) = (Z'le) N W —|— (—1)kw1 A 'iXCUQ.

P.s.s. ar yttre derivatan d antiderivation, se Kap. 7, Prop. 10. Nu visar det sig
genom en enkel rikning att i1x od+doix ar derivation pa former, d.v.s. uppfyller
(1) precis som Lx.

Nu kan vi bevisa f6ljande vackra formel (Jfr. Kap. 7, problem 18 e):

,CX:iXod+dOiX

pa k-former eller Lxw = ix(dw) + d(ixw). Eftersom vi arbetar med derivationer
racker det med att kontrollera formeln for w funktion eller w 1-form. w = f ger

(ty ixf=0)
ixdf +dixf=ixdf =df(X)=Xf=Lxf

w = df ger (ty d* =0)
ixd(df) +d(ixdf) =dLx f = Lxdf

Detta tillsammans med det faktum att £x ar derivation bevisar formeln.
Observera till sist formeln for verkan av L£;x pa allmanna tensorfalt som beskrivs
i Kap. 5, problem 15.

Problem, Kap. 5: 10,11.12.13,14,15 Kap. 7: 4.18



