Kapite] 4 TenSOI‘er . korrigerad version

Lat V vara vektorrum 6ver kropp F av dimension n med bas €;.....¢,. Kom
ihag att V* = {\ : V — F. X linjar } &r det duala rummet till V. Kalla den
duala basen e'*,..., . Obs. att V** = V (reflexivitet) galler alltid nér V ar
andhgtdlmensmnellt

Lat U, V, W vara vektorrum. Lat f:V — W vara linjar. Da kan vi definiera den
duala avbildningen f*: W* — V* genom f*w*(v) = w*(fv), Yw* € W*,v € V.
Om ¢ : U — V linjar har vi (f o g)* = g* o f*.

Lat £ = 7 : £ — B vektorbunt med fiber V. Da kan vi definiera dual bunt
& =x': E' — B med fiber V* genom E’' = U,ep[m~!(p)]* och 7’ motsvarande
projektion.

Tillampa detta pa T'M. da far vi T*M . kolangentbunten.

Obs. att F = C*(M) ar abelsk ring, Mangden av sektioner C*({) ar en abelsk
grupp, och F verkar pa C°(£) genom multiplikation. Darfor blir C*(£) en
F—modul. D.v.s. vi kan tala om linearitet 6ver F!

Ex: s € C%(&*) kan betraktas som F-linjar avbildning s : C*({) — F pa
foljande satt: lat uy,uy € C(€) vara sektioner av £ och lat f € F. Da géller
s(fur+uz) = fs(ur)+s(uz). Har ar s(uq)(p) = s(p)(ui(p)) € R. D.v.s. rummen
av sektioner ar duala i den naturliga meningen.

Tensorprodukt: Lt Vj.....V, vara vektorrum over F. En avbildning T :
Vi x---V, — T kallas multzlzn]arom Vo,...op € Vi x oo x Vi Ve o 1 < <k,
avblldnmgen v = T(v1,...,0,21,0, 041, vg) ar linjar, d.v.s. om T ar linjéar i varje
argument separat. Mangden av sana multilinjara avbildningar kallas tensorpro-
dukten V* @ --- @ V"

Lat Se V-V, TeVy, @ - @V, definiera ST e V' ®--- @ V7,

genom

® ar linjar och associativ men ej kommutativ.

Ex: Tk( y=V*&---V*(k koplor) har bas {e“*@ @e“f*} 1<iy.....0 <m,
d.v.s. dimT*(V) = n*, dim ®Z:1 Vi= HZ: dim V;.

Blandade tensorprodukter 7,*(V) bildas genom tensorprodukt med k V*-faktorer
och £ V-faktorer. Om S € TF(V), T € TF (V). S& T e TEF (V).

Ex: T1H(V) = End(V)

Tensorprodukt av buntar: Givet buntar &, 1 = 1,2 over M med fiber V; bil-
dar man ny bunt & ® & over M med fiber V; ® V5. Detta leder till tensorbuntar
over M, t.ex. TH(TM) (kovarianta tensorer av ordning k. fiber T*(M,)) eller
Tk(TM) fiber T,*(M,). Obs: T;! (TM) End(TM) (bunt-avb.) och identitet-
savbildningen i End(T'M) ges av > 8idx’
Lat (z,U) karta vid p € M. En bas for Tk( ) ges av dz'1(p) @ -+ @ dx'*(p),
1 <iq,....1; <n. D.vs. lat A sektion av Tk(TM) over U, da kan A uttryckas

A= Z Ail,...,ikdl’“ @ @ da'k



dar A;, . ;, ar en samling n* funktioner.
Lat (2, V) vara ny karta vid p med A = ) A’
kedjeregeln dz* = Y. 2Z-dz" sa

J 8zl

i dz'™ R -+ R dz'™*. P.g.a.
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Lat ¥V = C*(TM) beteckna rummet av vektorfalt, detta ar en modul 6ver F.
Kovariant tensorfalt av ordning k svarar precis emot multilinjara (éver F) av-
bildningar V x - -+ x ¥V — F (Thm. 2).

Vi har alltsa flera olika satt att beskriva tensorfélt:

1. sektion av bunt, t.ex. TH(TM).
2. multilinjar avbildning (6ver F).

3. samling funktioner t.ex. A, ., def. m.a.p. karta (z,U) med transforma-

tionsregler for overgang till ny karta.

Operationer pa tensorer: Vi har redan tittat pa tensorprodukt. Kontraktion

C: TEV) = TF7H(V) definieras genom

Obs. notationen avsikligen vag har, for att fullstandigt definiera kontraktionen
maste man ange exakt vilka positioner ¢; och €™ har. Detta gors ofta lattast
m.h.a. indexnotation.

Anm: A € T,(V) = End(V), CA = trA = sparet av A betraktad som linjar
endomorfism av V.

Tillbakadragning av kovariant tensor: Lat f: M — N vara C*, lat T
vara sektion av 7*(T'N). Da kan vi definiera en sektion f*T av T*(T M) genom
friX,..., Xi) =T(f X1, ..o, [ Xk).

Symmetri och antisymmetri hos tensorer: 7' € T*(V) &r symmetrisk om

for varje permutation o av 1,...,k. Analogt for tensorfalt.

Ex: En symmetrisk tensor ¢ € C*(T*(TM) (symmetrisk kovariant 2-tensor)
kallas Riemannsk metrik om ¢g = Zij gi;dz' ® dz? dar g;; ar en positivt definit
matris (detta ar oberoende av val av koordinatsystem). Detta ar ekvivalent (for
symmetriska ¢g) med att VX € V.p € M, g(X,X), > 0 och g(X.X), =0 =
X(p) =0. Man anvander ofta beteckningen (X,Y) i.st.f. g(X.Y).

T € T*(V) ar antisymmetrisk (alternerande, skevsymmetrisk) om
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for varje permutation o av 1,..., k. Bunten av antisymmetriska kovarianta k-

tensorer betecknas Q(T'M). Sektioner av denna brukar kallas differentialformer.

Problem, Kap 4: 1.5.7.8.10



