Kapitel 2. 1 Kapitel 2 definieras differentiabla mangfalder. En differentiabel
C* mangfald ar en topologisk mangfald som har en maximal differentiabel atlas,
d.v.s. en maximal samling A av kartor sa att om (z,U) (y,V) &r kartor da ar
zoy ' och yox™ € (dar de ar definierade). Spivak kallar dessa C'* relaterade
kartor. En maximal differentiabel atlas pa M kallas aven C struktur pa M.
C° mangfalder med rand (s. 42) definieras analogt med tidigare. Om M é&r
n-dimensionell mangfald med rand arver randen dM en differentiabel struktur
fran M och blir C'* mangfald, se problem 12.

Standard exemplen pa mangfalder som vi diskuterade i Kap. 1 har naturlig C'*>
struktur, t.ex. R™, 5™ T", P” etc.

Man kan “klistra” ihop differentiabla mangfalder pa ett liknande satt som man
kan “klistra” ihop topologiska mangfalder. Pa sa sitt kan man konstruera manga
exempel. Se problem 14, Kap. 2.

Man kan konstruera “massor” av C'* funktioner pa en C'* mangfald. Lemma
2 sager att om C C U C M med C kompakt och U 6ppen, da kan vi hitta
f:M —[0,1] sa att f| =1 och supp(f) C U.

En diffeomorfism ar enCC’ * homeomorfism vars invers ar C'*. Observera att
f:(M,A) — (N, B) ar diffeomorfism om och endas om zo f € A & x € B, dvs.
z o f karta (vid p) som ingar i C* strukturen pa M om och endast om z karta
(vid f(p)) som ingar i C* strukturen pa N.

Man klassificerar differentiabla mangfalder upp till diffeomorfism (precis som man
klassificerar topologiska mangafalder och rum upp till homeomorfism). Obs. att
det kan finnas flera icke-ekvivalenta topologiska strukturer pa en given topologisk
mangfald., t.ex. S7, R% se s. 39.

Om f: M — N ar C* definierar man rang f vid p som rangen hos jakobianen
avyo foz~! dar x ar karta vid p och y ar karta vid f(p).

Om f: M"* — N™ (dvs. dimM =n,dim N = m) & C* kallar vi p € M kritisk
om rang f < n vid p. Méangden av kritiska punkter betecknas C, ¢ € f(C)
kallas kritiskt varde, ¢ € N\ f(C) kallas reguljart varde. Obs att ¢ € N\ f(M)
ar reguljart varde.

Genom att anvanda kartor kan vi karaktérisera mangder med matt noll pa en
mangfald pa ett invariant satt. Om A C M har matt noll och f: M — N ar C*
galler att f(M) har matt noll i N.

Sards sats sager att f(C') ar nollmangd i N. Orsaken ar att vid en kritisk punkt
har inte jakobianen till f full rang och darfor galler dar att “en dimension klams
ithop”, med hjalp av slatheten hos f kan man gora ett lokalt argument som visar
satsen.

f+ M*» — N™ ar immersion om rang f = n OBS att detta galler endast om
m > n. f(M) sidgs vara immerserad (vad heter det pa Svenska??) delmangfald.
Om f : M — N ar immersion och f ar homeomorfi pa f(N) (m.a.p. den
inducerade topologin) kallas f inbaddning. Da ar f: N — f(N) diffeomorfism
m.a.p. den C* struktur som f(NN) arver fran M.
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Observera exemplen pa patologier hos immersioner pa sid. 61-63.

Givet en oppen overtackning O av M kan man alltid hitta en lokalt andlig
forfining (foljer fran M parakompakt), man kan arrangera sa att forfiningen bestar
av mangder diffeomorfa med R™ (Thm. 13).

Givet lokalt andlig 6ppen 6vertackning O kan man for U € O hitta U’ C U sa att
U’ C U och samlingen av U’ bildar 6vertackning (Shrinking Lemma, Thm 14).
Lat O vara overtackning av M. Da sags en samling funktioner {¢p }pyeo vara en
partition av enheten subordinerad till O om det galler att supp(¢r) C U, for alla
p € M, ¢u(p) # 0 endast for dndligt manga U, ¢p(p) € [0, 1],
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dvs en partition av enheten sonderdelar funktionen 1 1 positiva funktioner med
litet stod. Detta ar ett enormt viktigt begrepp inom analysen och gor en mangd
konstruktioner och argument mojliga genom lokaliseringar och approximationer.
Ett exempel pa vad man kan visa genom denna typ av teknik ar att varje kompakt
mangfald kan inbaddas i RY for nagot tillrackligt stort N (Thm 17). Ett mycket
svarare resultat ar Whitneys inbaddningssats som sager att varje kompakt C'*
mangfald av dimension n kan inbaddas i R?*+1,

6vningsproblem, Kap. 1: 9.,12,15,17

6vningsproblem, Kap. 2: 3.7.14.19.26.29.33.34

OBS att manga av problemen i Spivak ar inte direkt av rdkne-typ, snarare in-
nehaller ofta formuleringen av problemen en hel del ny information utéver den
som finns i texten, det vésentliga ar alltsa ofta att lasa och begrunda denna
information.
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